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4 SISTEMAS LINEARES E METODOS DE RESOLUGAO

Este capitulo visa proporcionar o embasamento tedrico para a solugéo de
sistemas de equacgdes lineares. Aqui, a abordagem sera restrita ao tipo de sistemas
decorrentes de situacdes praticas. Mais especificamente, pretende-se apresentar de
modo sucinto as ferramentas necessarias para a resolugao de problemas formulados
nos tépicos anteriores.

O estudo inicia com uma breve recapitulacido dos conceitos de matriz e de
determinante. A seguir, sao apresentados alguns meétodos para a solugao de
sistemas de equagdes lineares: a regra de Cramer, o escalonamento e o da matriz

inversa.

4.1 MATRIZES

O conceito de matriz aparece naturalmente na formulagao de muitos tipos de
problemas. A vantagem é que, o equacionamento, em forma matricial (BOLDRINI,
1986), ordena e simplifica o problema, além de sugerir diretamente o método de
solugao.

Matriz € uma tabela ordenada de elementos, dispostos em linhas e colunas.

Por exemplo, os valores da tensao, resisténcia elétrica e corrente elétrica em trés

experimentos.
Tensao (V) Resisténcia () | Corrente Elétrica (A)
Experimento 1 20 5 4
Experimento 2 30 10 3
Experimento 3 40 10 4

Para conferir a intensidade da corrente elétrica medida no experimento 1,

basta olhar a primeira linha e a terceira coluna.

4.1.1 Definigao
Sejam dois subconjuntos
I={ieIN/1<i<m} e J={jelIN/1<j<n},
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definidos no conjunto dos numeros naturais IN, e o produto cartesiano entre os
mesmos
IxJd={1,1),(01,2),1,3),.,2,1)2,2),..., (m, n)}.
Chama-se (NETTO, 1973) matriz real de ordem m por n qualquer fungéo
M:IxJ->IR

No contexto do ensino médio, somente sao consideradas as matrizes reais.

4.1.2 Dominio e Conjunto-imagem

O dominio da fungéo matriz de ordem m por n € o conjunto:
IXJ={(i,j) e INXIN/1<i<m, 1<j<n}.

O que pode variar de uma matriz para outra, quanto ao dominio, € somente
a ordem, isto €, 0s nuUmeros m e n.

O conjunto-imagem da fungdo matriz de ordem m por n é o conjunto de
elementos a; correspondentes aos pares ordenados (i,j). Para exemplificar, o par
ordenado (1,1) > a1 e (2,3) — ags.

Ao se escrever o conjunto das imagens, utiliza-se uma tabela retangular,
com m linhas e n colunas, de modo que cada elemento a; seja colocado na i-ésima

linha e na j-ésima coluna. Por exemplo, se a matriz € de ordem 3 por 2, tem-se

4.1.3 Representagcao Genérica de uma Matriz

Deve-se lembrar que o dominio é fixo e 0 que varia € somente a ordem, e
que esta aparece, no conjunto-imagem, como o numero de linhas e de colunas.
Portanto, para representar uma matriz de ordem m por n, usa-se apenas o seu
conjunto-imagem, ordenado segundo m linhas e n colunas. Assim, a matriz m por n

€ dada por
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a, ap a,
M = a, ayp a,,
aml amZ amn
ou, abreviadamente,
M= (aij)m Xn-

As matrizes também podem ser representadas entre colchetes [] ou por

barras duplas paralelas || ||.

4.1.4 Matrizes Especiais

A seguir, serdo definidas algumas matrizes especiais (NETTO, 1973).
Entretanto, a inversa, a cofator e a adjunta de uma matriz, serdo definidas mais
tarde, neste texto, apds a introducdo de determinante de uma matriz quadrada. E
importante ressaltar que, com este material, ndo se pretende substituir o livro
didatico. Sendo assim, a fundamentacao tedrica, bem como os exemplos, foram

limitados ao contexto do trabalho.

Matriz linha — é a matriz de ordem 1 x n, ou seja, aquela que tem apenas uma linha,
isto é,

M= (a,a,..a,,).
Matriz coluna — é a matriz de ordem m x 1, ou seja, aquela que tem apenas uma

coluna, ou seja,

Matriz nula — é a matriz, cujos elementos sao todos nulos, ou seja,

0 0 .. 0

0 0 .. 0
M=
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Matriz quadrada — € a matriz que tem o numero de linhas igual ao numero de
colunas. E referida como a matriz n x n ou, simplesmente, matriz de ordem n. A

matriz quadrada de ordem 3, é representada por

Os elementos aj, onde i = j, constituem a diagonal principal da matriz quadrada.

Matriz diagonal — € a matriz quadrada em que todos os elementos acima e abaixo
da diagonal principal sdo nulos, ou seja, os elementos a; = 0 para i # j. Uma matriz

diagonal de ordem 3 é dada por

a, 0 0
M=|0 a, O
0 0 ay

Matriz identidade — € a matriz quadrada diagonal de ordem n, em que todos os
elemento da diagonal principal sdo iguaisa 1. Ou, a;=0parai=je aj=1parai=j.

A matriz identidade de ordem n é representada por

1 0 .. 0
0 1 .. 0

In = .
0 0 0 1

Matriz triangular superior — € a matriz quadrada de ordem n, em que todos os

elementos abaixo de diagonal principal sdo nulos, isto &, a; = 0 para i > j. Ou seja,

all alz aln
M = 0 ay a,,
0 0 a

Matriz triangular inferior — é a matriz quadrada de ordem n, em que todos os
elementos acima de diagonal principal sdo nulos. Portanto, aj = 0, parai < j, e a

matriz € dada por

a, 0 0
a a 0
— 21 22
M=
anl an2 ann
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Matriz oposta da matriz dada — é a matriz cujos elementos tém sinais opostos aos
dos elementos da matriz dada. Formalmente, dada a matriz A = (aj) mxn, Chama-se

oposta de A, a matriz: B = (bj) mxn, tal que bj = - aj;, para todo i e para todo j. Sendo

2 =2 -1 ] . -2 2 1
A= , Sua oposta € a matriz B = )
3 5 8 -3 -5 -8

Matriz Transposta - dada a matriz A = (aj) m x n, Chama-se a transposta de A a
matriz AT = (@") nx m tal que a'j = a;, para todo i e todo j. Isto significa que as

colunas de AT sdo ordenadamente iguais as linhas de A. Como exemplo, tem-se

2 1
T (2 5 -4
A=| 5 3| esuatransposta A’ = | .
-4 2

4.1.5 Igualdade de Matrizes

Duas matrizes A = (aj) m xn € B = (bj) m x n S80 iguais quando a; = b; para
todo i e todo j. Isto significa que, para duas matrizes serem iguais, devem ser da
mesma ordem e apresentar todos os elementos correspondentes iguais.

Por exemplo, sao iguais as matrizes,

)0

pois a1 = b11, @12 = b1z, @21 = b1 € a2 = boo.

4.1.6 Operagées com matrizes
4.1.6.1 Adicao

Dadas duas matrizes A = (@j) mxn € B = (bj) m x n, chama-se soma A + B a
matriz C = (Cj) m x n, tal que ¢ = a; + by, para todo i e todo j (NETTO, 1973). Isto
significa que a soma de duas matrizes A e B do tipo m x n é uma matriz C do
mesmo tipo, em que cada elemento é a soma dos elementos correspondentes em A

e B. Por exemplo,
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ool 2 3) (4 -1 1)1+ 201 34y (51 4
4 5 6 -4 0 -6 4—4 540 6-6 05 0)
Propriedades da Adicao

A adicado de matrizes do tipo m x n goza das seguintes propriedades:
i) A+ B =B + A - comutatividade

i)A+(B+C)=(A+B)+ C - associatividade

iii) A+ 0= A, onde 0 denota a matriz nulam x n

iv) A+ (-A)=(-A) + A= 0.

4.1.6.2 Produto de Matriz por um Numero

Dado um numero k e uma matriz A = (aj) m x n,Chama-se matriz produto kA a
matriz B = (b;j) m x n, tal que b; = ka; para todo i e todo j. Ou seja, multiplicar uma
matriz por um numero k é construir uma matriz B formada pelos elementos de A

todos multiplicados por k. Como exemplo,
1 7 2 3 21 6
B=3 =
5 -3 =2 15 -9 -6

Propriedades da Multiplicagao da Matriz por um Numero

O produto de uma matriz por um numero goza das seguintes propriedades:

i)k (A+B)=kA +kB

i) (k1 + k2) A = k1A + kA

iii) ki (k2 A) = (kik2 ) A

iv) 1. A= A, onde, A e B sdo matrizes do tipo m x n e k, k1 € ko s&o numeros reais.

4.1.6.3 Produto de Matrizes

Dadas duas matrizes A = (aj) mxn € B = (bjx) n x p, cChama-se produto AB a

matriz C = (cik) m x p, tal que cada elemento (NETTO, 1973)

Cik = a@i1 . bik + @2 . bk + ... + @in.brk = Zaljbjk .
=l
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Consideracoes:

e A definicdo dada garante a existéncia do produto AB somente se o numero de
colunas de A for igual ao numero de linhas de B, pois Aé dotipomxneB é
do tipo n x p;

e Da definicdo, o produto AB é uma matriz que tem o numero de linhas de A e

o0 numero de colunas de B, pois C = AB ¢é do tipo m x p. Por exemplo,
7
1 2 3 T+16+27 50
C= X|8]|= = :
(4 5 6) 0 (28+40+54j (122]
Propriedades do Produto de Matrizes
i) (AxB)xC=Ax(BxC) - Associatividade da multiplicacdo
i)(k.A).B=A.(k.B)=k.(A.B)
i) Ax(B+D)=AxB+AxD; VA VB,V D
(B+D)xC=BxC+DxC; vB, V C, V D (Distributividade em relacdo a soma).

A multiplicacdo de matrizes ndao € comutativa. Em gera,| AB = BA. Por

exemplo,

O produto de matrizes pode ser nulo, sem que nenhuma das matrizes seja

SR

nula. Por exemplo,

4.2 DETERMINANTES

Toda a matriz quadrada tem, associado a ela, um numero chamado
determinante da matriz, obtido a partir de operacdes que envolvem todos os
elementos da matriz (WEISS, 1978; COSTA, 1981). Uma das aplicagbes dos

determinantes é na resolucao de sistemas de equacdes lineares.
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Determinante de Matriz Quadrada de ordem 1

Seja a matriz M=(aq1), quadrada de ordem 1. Por definicdo, o determinante de

M € igual ao numero a+4, € € denotado por det M = aq;.

Determinante de Matriz Quadrada de ordem 2

O determinante de M, uma matriz quadrada de ordem 2, é dado pela
diferenga entre o produto dos elementos da diagonal principal e o produto dos
elementos da diagonal secundaria. Com

_ 9 9y . _
A= , obtém-se det A = a41. ax»p —aqz . as.
a, dy

Determinante de Matriz Quadrada de ordem 3

Dada uma matriz quadrada de ordem 3,
a, a4, a4y
M=la, a, ay|,
sz Ay Ay
o seu determinante é o numero
det M = aj1ax2833 + 12823831 + a13821832 — 813822831 — A11823832 — A12821833.
Para facilitar o calculo do determinante de uma matriz, procede-se do
seguinte modo:
e repete-se, ao lado da ultima coluna da matriz, as duas primeiras colunas (ou
as duas primeiras linhas abaixo da ultima linha);
e 0s termos precedidos pelo sinal positivo sdo obtidos multiplicando-se os
elementos da diagonal principal e de suas paralelas;
e o0s termos precedidos pelo sinal negativo s&o obtidos multiplicando-se os
elementos da diagonal secundaria e de suas paralelas.
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O calculo do determinante de matrizes quadradas de ordem maior que 3, nao sera

objeto de estudo neste material.

Propriedades dos Determinantes

i) O determinante de uma matriz A é igual ao determinante de sua transposta A.

i) Se uma matriz tem uma fila de elementos nulos, o seu determinante é nulo.

iii) Ao se permutar duas filas da matriz A=(aj),, o determinante da nova matriz A
muda de sinal.

iv) Se uma matriz A tem 2 filas iguais, o seu determinante é nulo.

v) Ao se multiplicar uma fila de uma matriz A por uma constante k € IR, o seu
determinante fica multiplicado por k.

vi) Se A =B + C, entdo det A = det B+ det C.

vii) Se uma matriz A tem uma fila de elementos que é combinacgao linear de outras,
entdo det A=0.

4.3 MATRIZ INVERSA

Se A é uma matriz quadrada de ordem n, tal que det A # 0, ainversade A é
matriz denotada por A™, e tal que A A" = A”'A =1, onde I, é a matriz identidade de
ordem n. Por exemplo,

1 3 7 -3
A= é inversivel, det A#0,e A" = , pois
25 —2 1

1 3\(7 -3 1 0
AA'= = =1y
2 5)(-2 1 0 1
Py 7 =3)(1 3} _ (1 0
A A= = = |n
-2 1 2 5 0 1
A matriz quadrada inversivel & dita uma matriz ndo-singular; e, quando néo

inversivel (det A = 0), é dita singular.
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4.3.1 Calculo da Matriz Inversa usando determinantes

Antes do calculo propriamente dito, faz-se necessario introduzir o conceito de
menor complementar e de cofator de um elemento de uma matriz; e, em sequéncia,

a definicdo de matriz cofator e de matriz adjunta.

4.3.1.1 Menor Complementar

Dada uma matriz A quadrada de ordem n > 2, denomina-se 0 menor
complementar do elemento a; ao determinante D; associado a matriz quadrada que
se obtém da matriz A, ao se suprimir a linha e a coluna do elemento a; considerado.

Por exemplo, se

2 5 3
A=|1 6 -4],
0 -1 10

tem-se que o menor complementar do elemento a1 € o determinante obtido

suprimindo-se a segunda linha e a primeira coluna

5

Do =
21 ‘_1

3
‘=50+3=53.
10

4.3.1.2 Cofator de um elemento

Dada uma matriz A quadrada de ordem n > 2, denomina-se o cofator do

elemento a; de A ao numero real A; = (- 1) ' *1 D;. Para exemplificar, se

2 5 3
A=|1 6 -4,
0 -1 10

decorre que D1 = 53, e o cofator deste elemento é

Ayi=(-1)%2"153=-53
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4.3.1.3 Matriz Cofator

Dada uma matriz A quadrada de ordem n > 2, denomina-se a matriz dos
cofatores de A (indica-se cof (A), a matriz obtida com a substituicdo de todos os
elementos de A pelos seus respectivos cofatores).

Assim, dada a matriz

1 3 5
A=|2 0 6],
4 -1 3
os cofatores de seus elementos sdo dados por
0 6
Ap=(-1)""". =6
11=(-1) . 3‘
2 6
Ap=(-1)""2. =18.
12=(-1) ‘4 3‘

Repetindo-se o procedimento para os nove elementos, obtém-se

6 18 -2
cof (A)=|-14 -17 13
18 4 -6

4.3.1.4 Matriz Adjunta

Dada uma matriz A quadrada de ordem n > 2, denomina-se a matriz adjunta
de A (indica-se adj A), a matriz transposta da matriz dos cofatores.
adj A = cof (A) '

Como exemplo, se

5 6 18 -2 6 -14 18
6|, cofA=|-14 -17 13| e adjA=|18 -17 4
3 18 4 -6 -2 13 -6
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4.3.1.5 Calculo da Matriz Inversa

Dada uma matriz A quadrada de ordem n > 2, se A é inversivel, entao
A'=adjA/detA.

Usando-se a matriz anterior

I 3 5 6 -14 18
A=(2 0 6|, adjA=|18 -17 4 |, detA=50
4 -1 3 -2 13 -6

e a sua inversa é

| 6 —14 18
A'=— |18 -17 4

50
-2 13 -6

4.4 SISTEMAS LINEARES
4.4.1 Introducao

A modelagem de problemas reais, como os experimentados nos capitulos
dois e trés, conduz a um sistema de equacgdes lineares. Pelo fato de serem reais e
apresentarem solucdes que podem ser medidas, estes fazem parte dos sistemas
ditos possiveis e determinados. O objetivo desta secgao é, portanto, estudar alguns

meétodos para resolver esta classe de sistemas lineares.

4.4.2 Equacgoes Lineares

De modo geral, denomina-se equagao linear (WEISS, 1978) a toda equagéo
que pode ser escrita na forma:
aixXq + axxs + ... + apx, = b,
na qual: a4, az, ..., an — S&0 numeros reais chamados coeficientes das incégnitas;
X1, X2, ..., Xn — SA0 as incognitas; b — é o termo independente. Por exemplo,
e 3x+2y=7 éuma equagéo linear de incognitas x e y;
e 2x+3y—-22z=10 é uma equacao linear de incognitas x, y e z;

e x—5y+z-41=0¢é uma equacéo linear de incognitas x, y, z e t.
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4.4.2.1 Solucao das Equacdes Lineares

Dada a equacao linear
aiX1 +axxe + ... +anXp = b,
a sequéncia ordenada (a1, oy, ..., a,) € a solugdo da equacgao se, e somente se,
aqoq + asoe + ... +ano, =b.
Por exemplo, considere-se a equacao
3x+2y=18.
O par ordenado (4,3) € uma solugao da equacgao, pois 3 (4) + 2 (3) = 18. Ao passo
que o par (5,1) ndo € uma solugéo, pois 3(5) + 2(1) = 18.
Para a equagao
3x+y—2z=8,
tem-se que o terno ordenado (2,4,1 ) €& solugdo, pois verifica identicamente a
equagao, ou seja, 3(2)+(4)-2(1)=28; oterno ordenado ( 5, -2, 3 ) ndo é

solugao, porque 3 (5)+(-2)-2(3)=8.

4.4.3 Sistemas de Equagoes Lineares

O conjunto S de m (m=1) equagdes lineares (GUELLI, 1980) a n incognitas é

dito um sistema linear m x n, e é representado por

Big By Tt By = Dy

B0 + 8pdp + ..t axG=hy

B T Bm2o . F Bnny = D

Como exemplos, tem-se o sistema linear 2 x 2, nas incognitas x e y,

{3}(—21,.*:6
w- k=L

e, o sistema linear 3 x 3 nas incognitas x, y e z dado por

X—2y—2=0
H—y—z=-1.

XK—y+7z=8
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4.4.3.1 Solugao de um sistema linear

Diz-se que a énupla ou o conjunto ordenado de n numeros (o4, o,..., 0n) €
solucao de um sistema de equacdes lineares, quando € solugdo de cada uma das
equagdes do sistema. O par ordenado (5, 1) € solugéo do sistema linear

2x+3y:13_
Jx—5y=10

E, o terno ordenado (1, 3, -2 ) é solugdo do sistema
x+2y+3z=1

= ¥Y=-I=3.
X+ Y= Z=0

4 .4.3.2 Classificagao de Sistemas Lineares

Os sistemas lineares sao classificados como possiveis ou impossiveis.
o Possiveis — sdo aqueles sistemas lineares que possuem solucao.
o Determinado — a solucéo é unica.
o Indeterminado — possui infinitas solugdes.

e Impossiveis — sdo aqueles que ndo possuem solugao.

4.4.3.3 Solugao de sistemas lineares n x n (n > 2), usando a regra de Cramer

Neste trabalho, serdo considerados apenas o0s sistemas possiveis e
determinados. A regra de Cramer é um método para se obter a solugdo de tais
sistemas, usando determinantes.

Considere-se o sistema genérico de m equagdes com n incognitas

S T e Tt A =Dy

801Xy t Bopda * ..t Bon¥, = b2

Bnqdy tEndo T T B = t:'m
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O determinante da matriz quadrada formada pelos coeficientes aj, i=1...m e

j=1...n, das incégnitas constitui o determinante do sistema

a;, dp a,
D= ay dp a,,
a a a

Substituindo os coeficientes aj; pela coluna dos termos independentes by,

k=1... m, obtém-se o determinante Dx,, dado por

b, a, .. a,

b, a a

2 22 2
DX1 = !
b, a,, .. a,,

Substituindo os coeficientes aj; pela coluna dos termos independentes by,

k=1... m, obtém-se o determinante Dx,, ou seja,

a, b .. aq,
a b, .. a
21 2 2
DX2 = "
aml bm amn

Repetindo-se este processo para as colunas aj, j=3...n, decorrem o0s

determinantes Dxs, ..., DXxn
A solucdo do sistema de equacgdes lineares é obtida dividindo-se cada um

desses determinantes pelo determinante do sistema. Portanto,

Dx,

X1 =
D
Dx,

X2 =
Dx,

Xn =
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Por exemplo, o sistema linear
Xt y=7
w-dy=72

tem como resultado de seus determinantes

D=1.(-4)-1.1=-4-1= -5
Dx=7.(-4)—1.2=-28-2= -30
Dy=1.(2)-7.1= 2-5= -5,

E, como valores das incégnitas, decorre
x=-30/-5=6 e y=-5/-5=1.

4.3.3.4 Solugdo de sistemas lineares de ordem n x n com o método do
escalonamento

Diz-se que dois sistemas lineares S1 e S, sdo equivalentes se, e somente
se, possuem a mesma solugdo. Assim, um sistema linear qualquer pode ser
transformado em um sistema equivalente mais simples, para o calculo de suas
solucdes.

A forma escalonada € uma representagcdo mais simples do sistema linear.
Para determina-la, efetua-se operacdes elementares sobre as linhas do sistema, tais
como:

i) a multiplicacdo dos termos de uma equacgao qualquer de um sistema linear S,

por um numero real c#0, produz o sistema S’ equivalente a S;

ii) a substituicdo de uma equagao qualquer de um sistema linear S, pela adigao
de seus termo com os correspondentes de uma outra, conduz a um sistema

S’ equivalente a S.

O célculo da forma escalonada é, frequentemente, mencionado na literatura

(STRANG, 1980) como o método da eliminagdo Gaussiana.
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Escalonamento de um sistema

Um sistema € colocado na forma escalonada (BOLDRINI, 1986), seguindo-
se varios passos baseados nas operacdes elementares anteriores, isto é:

i) coloca-se como primeira equagao aquela em o coeficiente da primeira
incognita for diferente de zero;

ii) anula-se o coeficiente da primeira incégnita de todas as equagdes, exceto da
primeira, substituindo-as pela sua soma com a primeira equagcao multiplicada
por um numero conveniente;

iii) mantém-se fixa a primeira equacao e aplica-se os passos i) € ii) nas equacoes
restantes até o sistema ficar escalonado.

Por exemplo, no sistema

o
X+y— =3,
H-y—22=-4

ao se substituir a segunda equacao pela sua soma com a primeira multiplicada por
-2, vem
X+ 2y tEi= g
—y—3z=-15-
IX—-y—22=-4

Substituindo-se a terceira equacdo pela sua soma com a primeira

multiplicada por -3, obtém-se

aek Sy E g
-3y —3z=-15%.
-7y — 9Z =-31

E, multiplicando-se a segunda equacéo por -1/3, segue que
L T T T Tt
y+z =-15:
—Jy—5z =-31
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Com a troca da terceira equacgao pela sua soma com a segunda multiplicada por 7,
resulta o sistema escalonado

X+2y+7=85
Wk E =g,
27 =4

A sua solucgao é obtida facilmente, isto €,

z=2, y=3 e x=1.
4.4.3.5 Solugao de sistemas lineares com a matriz inversa

Considere-se o sistema linear de ordem n

311X1+Ei12)(2+ +a1|'lxl'|:b1
By Xq +8p Xy + .+ 85X, =D
EH1K1+E[”2K2+ +annxn_bn

a; dp a, X b,
a; dap as, X, |_ | b,
a 1 an2 ann X b

Assim, resolver o sistema, equivale a resolver a equagéo matricial

A X =B, que tem por solugdo X=A"' B
Para ilustrar este procedimento, seja o sistema

¥+ Y+ 32=2
-3y —22=-3 .
M—2y—-7Z =1

A equacao matricial a ser resolvida é

11 3)\(x) (2
2 =3 =2||y|=]-3].
3 -2 -1)lz 1
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Como det A = 10 e a transposta da matriz dos cofatores é

1 -5 7
AdjA=|-4 -10 8
5 5 -5

E, da definicao A™ = LAde, segue que
det A4

-1 -5 7

Al=Ll_4 _10 3
10

5 5 -5

E, os valores correspondentes as variaveis sao

x=2, y=3 e z=-1

4.4 CALCULO DO POSTO DE UMA MATRIZ ATRAVES DE DETERMINANTES

Algumas vezes, pode-se verificar se um sistema de equagdes lineares tem
solugdo sem precisar resolvé-lo (BOLDRINI, 1986). Por exemplo, pode-se estar
interessado em saber se duas retas, dadas pelas equagdes y-2x=3 e y-3x=2, se
interceptam, ou ndo, sem determinar seu ponto de intersec¢cdo. Em outras palavras,
deseja-se verificar se o sistema

y=2x=3
{y —3x=2
admite ou nao solugao.

A existéncia e o numero de solugao estio relacionados com o posto da matriz
A dos coeficientes e o posto da matriz ampliada. O posto caracteristico de uma matriz
(quadrada ou nao) pode ser determinado com o calculo dos determinantes sucessivos
de suas submatrizes quadradas. Este € dado pela ordem da submatriz de A de maior

ordem possivel, com determinante nao nulo.
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A seguir, sao apresentados dois exemplos para o calculo do posto de uma
matriz.

Exemplo 1: Dada a matriz de ordem 4 x 5

13 -2 5 3

111 -1519 14

31 7 1 =2

7-325 -7 0
As suas cinco submatrizes de ordem 4 tém determinante nulo. O mesmo acontece
com as suas submatrizes (em numero de 40) de ordem 3. Mas, por sorte, na

primeira tentativa com as submatrizes de ordem 2, tem-se

1 3
det =8#0.
1 11

Entao, o posto de A é 2.

Exemplo 2: Verificar se o sistema linear

w2yt 32 =1
2yt oyt IS a

Bx— 3y -3z =-1

€ possivel ou ndo, sem resolvé-lo.
A matriz dos coeficientes
1 2 3

A=|-2 1 ,

6 -3 -3

tem determinante nulo, pois a terceira linha é igual a segunda multiplicada por -3.
Portanto, o posto de A € menor que 3. (Se o det A =0, o posto seria 3, pois A é
submatriz dela mesma). Como o determinante da submatriz de ordem 2, obtida
suprimindo-se a terceira linha e terceira coluna, isto é,

2
-2 1

det =35,

a matriz A tem uma submatriz quadrada de ordem 2, com determinante diferente de

zero; portanto, o posto de A é 2.
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Considere-se, agora, a matriz obtida adicionando-se a coluna dos termos
constantes do sistema a matriz original do sistema, ou seja, a matriz ampliada
1 2 3 1
B=|-2 1 1 0
6 -3 -3 -1
Sendo o determinante da submatriz obtida com as trés ultimas colunas de B

dado por

-3 -3 -1

o posto da matriz B é 3. Conclui-se, assim, que o sistema n&o tem solugao, pois o

posto da matriz dos coeficientes é diferente do posto da matriz ampliada.



