VETORES E QUANTIDADES COMPLEXAS

Quando se fala do comprimento de
um corpo, de sua massa ou ainda do seu
volume, nada mais € necessario do que
o valor numérico de cada uma dessas
grandezas, acompanhado da respec-
fiva unidade, para que se tenha uma
idéia exata do que se deseja informar.
Grandezas deste tipo sdo chamadas
ESCALARES.

QOutras grandezas, chamadas VE-
TORIAIS, so sdo perfeitamente enten-
didas quando delas conhecemos néo so
o valor numerico, como tambem outras
informacoes, tais como direcio, sentido
¢ ponto de aplicacio. Por exemplo, so é
possivel saber o que acontece com um
corpo submetido a uma forca quando se
conhece o valor dessa forca, a direcio
em que atua e o sentido de sua acdo. Da
mesma forma, ndo podemos dizer que
dois carros tém a mesma velocidade
somente porque as leituras dos seus
velocimetros sdo 1guais. Isto, porque
seus movimentos podem ter diregies
e sentidos diferentes.

As grandezas vetonais sdo repre-
sentadas graficamente com o auxilio
de segmentos de reta onentados, cha-
mados VETORES (esta a razdo da ex-
pressao GRANDEZAS VETORIAIS).

0 comprimento do pedago de reta
¢ usado para representar o valor (MO-
DULOQ) da grandeza. Evidentemente,

para que se tenha uma nocdo exata do
que esta sendo representado, € necessa-
rio fazer o desenho obedecendo a uma
determinada escala. A seta numa das ex-
tremidades representa o sentido, e o pro-
prio segmento de reta indica a diregao.
E interessante ter em mente a distingdo
entre diregdo e sentido, lembrando que
cada dire¢io (hornizontal, vertical e 1n-
chinada) admite dois sentidos.
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(s vetores sdo normalmente referi-
dos a um eixo de referéncia, isto €, sua
posigdo € determinada em relagdo a um
eixo de referéncia.

Para designar um vetor com uma
letra, utiliza-se um ponto sob a mesma.
Assim, E [&-se “vetor E”. Outras nota-
¢oes sao tambeém usadas, tal como uma
pequena flecha colocada sobre a letra
correspondente ao vetor:



.
I =vetor |

Tendo em vista 0 objetivo do nosso
estudo, limitaremos nossas observagoes
aos vetores que representam grandezas
de direcoes 1guais (sentidos 1guais ou
opostos) e grandezas cujas diregoes
formam dngulos.

Para tornar mais compreensivel o
assunto em questio, raclocInemos com
forgas, que sdo grandezas vetoriais de
facil aceitacdo.

Se varias forcas agem sobre um
mesmo corpo, todas na mesma direcio
e no mesmo sentido, seus valores se
somam. O vetor que representa essa
soma deve ter comprimento 1gual a
soma dos comprimentos dos vetores
que representam as forcas parciais, bem
como direcdo e sentido 1guais.

Quando as forcas tém diregdes
1guals, mas seus sentidos sdo opostos,
a forca total que age sobre o corpo € a
diferenca entre a soma das forcas com
um dos sentidos e a soma das forcas
com o outro sentido. O vetor que repre-
senta essa resultante tem comprimento
igual a diferenca entre os comprimentos
dos vetores que representam as somas
parciais.

Quando as direcdes dos vetores for-
mam angulos, como no caso de vanas
forcas atuando sobre o mesmo corpo,
aplicadas ao mesmo ponto, o vetor
resultante pode ser obtido construindo-
-s¢ um paralelogramo com as diregoes
das forcas e tracando-se uma diagonal
a partir do ponto comum aos vetores.

Consideremos os vetores ‘VI e ‘JI
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FlG. XX11-2

Construindo o paralelogramo, e
tracando a diagonal
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obtemos o vetor V, +V, que representa
a soma dos vetores considerados.

A soma de trés ou mais vetores
angulares ¢ obtida compondo-se dois
vetores qualsquer, em seguida somando
o primeiro resultado obtido com um
tercelro vetor e assim sucessivamente:
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Representacio Vetorial de Ondas
Senoidais

Nio ¢ muito conveniente a combi-
nacdo de ondas senoidais para a reso-
lugdo grafica de circuitos de C.A.

E muito mais pratico o emprego de
vetores para a representacio das grande-
zas senoldais que variam com o tempo.

Uma senoide pode ser conside-
rada como o desenvolvimento em
coordenadas retangulares de um vetor
de grandeza invariavel, que gira em



senfido contrario ao dos ponteiros de
um relogio, com velocidade angular
constante.
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Apesar da grande vantagem da
solugio grafica que os vetores podem
proporcionar, aliada a aplicacdo de
relacdes trigonométricas, € ainda muito
mais pratico o uso de vetores em co-
ordenadas polares ¢ em coordenadas
retangulares.

Vetores em Coordenadas Polares

Um vetor pode ser expresso pela
sua grandeza e pelo dngulo que forma
com um eixo de referéncia. Definido
deste modo, dizemos que esta na FOR-
MA POLAR ouem COORDENADAS
POLARES.

Na figura acima temos o vetor E,

que forma um
E dngulo ¢ com
eixo horizon-

s tal positivo,

normalmente

- tomado como
FIG. XXI1-6 ) -

eixo de referén-

cia. Sua representacio na forma polar
€ a seguinte:

E=E/e

A letra E sem o ponto corresponde
ao MODULO DO VETOR, isto e,
seu valor numérico. A outra parte da
representacdo do vetor e o seu ARGU-

MENTO, o dngulo que faz com o eixo
de referéncia.

A simbologia em questio nido
representa o produto do modulo pelo
argumento; apenas da as coordenadas
polares do vetor.

Os angulos que os vetores formam
com o0 eixo de referéncia sdo conside-
rados do mesmo modo que em trigono-
metria: positivos, no sentido contrario
ao do movimento dos ponteiros de um
relogio, e negativos no caso contrario.
O plano de coordenadas corresponde,
por convencdo, a 360 graus eletricos,
de modo que uma rotacio completa do
vetor, a partir do eixo horizontal direito,
simboliza a seqiiéncia de valores por
que passa uma grandeza senoidal em
um ciclo.

Quando o argumento do vetor € ne-
gativo, esta condigio pode ser expressa
em uma das formas abaixo:
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Vetores em Coordenadas Retangulares

Um vetor também pode se represen-
tado pelas suas projecoes (componentes
horizontal e vertical) num sistema de
coordenadas retangulares:



FIG. XXII-§

Mas, como indicar o vetor, sem
fazer o desenho?

Isto se consegue com o auxilio de
uma quantidade chamada “OPERA-
DOR ™.

Consideremos a figura
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onde temos o vetor [ sobre o eixo de refe-
réncia, a direita do erxo vertical. O mes-
mo vetor colocado no erxo honzontal a
esquerda do eixo vertical € designado
por —I; isto significa que para fazer um
vetor girar 180 no sentido considerado
positivo basta multiphica-lo por —1.

E se desejassemos que o vetor se
deslocasse apenas 90°7

Sabemos que —1 € o mesmo que
J=1x4—1 e portanto, podemos dizer
que um vetor multiplhicado por J-1e
em seguida novamente por [_| gira
180", se o mesmo vetor fosse multipli-
cado apenas uma vez por J=1,¢ele seria
deslocado apenas 90°.

A expressio J—_l , simbolizada pela
letra |, é conhecida como um opera-
dor; qualquer vetor multiplicado por

TS L]

1" experimenta uma rotagio de 90°, no
sentido positivo convenclonado.

De acordo com as expressoes abai-
x0, um vetor situado sobre 0s e1xos ver-
tical (positivo e negativo) ¢ horizontal
(positivo e negativo) sera designado de
conformidade com a figura XXII-10.

p=-1
r=-
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Vé-se que o operador )", sob um
ponto de vista ndo matematico, € um
simbolo que, acompanhando um vetor,
serve para indicar sua posicido num
sistema de eixos retangulares. Se a le-
tra (ou valor) correspondente ao vetor
esta acompanhada de +), sabemos que
o vetor esta no eixo vertical, para cima;
se esta precedida de —j, estd no eixo
vertical, para baixo. Sem o |, o vetor
esta no e1xo horizontal, a direita ou a
esquerda, conforme o sinal.

A representacio do vetor na forma
retangular, tambeém chamada BINO-
MIA ou COMPLEXA, é feita conforme
mostram os exemplos abaixo:

FIG. XXI1-11



Sabemos que

EHiEcnqu
E,=Eseng

I"i Icosp
[,=Iseng

logo, podemos escrever que
E=E cos ¢+j E sen ¢

I=1 cos p—j 1 sen @

Conversio de Forma Polar em
Retangular e Vice-Versa

As componentes do vetor, num
sistema de eixos retangulares, formam
com o proprio vetor um triangulo-
-retingulo, 0 que nos permite escrever
as expressoes abaixo, relativas aos
MODULOS dos vetores utilizados nos
exemplos que acabamos de dar:

E=.E% +E2

| .l il

[ = .\,l 1 "+ I+
Os argumentos dos vetores em
questio podem ser determinados a partir

da tangente, o que se faz do seguinte
modo:

/ arctg E/E e / arc tg -1 /1,

arc tg = lé-se “arco ou dngulo cuja
tangente é...

Assim, a transformacio de um vetor
da forma binémia para a forma polar é
procedida conforme mostram os dois
exemplos abaixo:

E=E|[ +_'iE1.r =

=JEy? +Ey? ﬁrc tg E./E,

=30+ j50=1307 +50°
/arc tg 50130 = 58.3 /59°

A transformacio da forma polar
em retangular ¢ simples aplicacio das
relaces trigonométricas num tridngulo-
-retangulo:

L E£=Ecusu+jEsenﬂ

[=220/120° =220 cos 120+

+j 220 sen 120°=—110 + j 190,5

Operac¢des com Vetores
na Forma Polar

Nio ¢ possivel somar ou subtrair
quantidades vetoriais na forma polar.
Primeiramente devem ser convertidas
na forma retangular ou binémia e, em
seguida, efetuadas as operagdes.

A multiplicacdo e a divisio de
vetores na forma polar sdo, porém,
operacdes bem simples.

Para multiplicar, basta multiplicar
08 modulos e somar os argumentos.

Exemplo: determinar o produto dos

vetnres$=3&]§;=2ﬂe
C=4/-5
AxBxC=3/10"x2/-20" x
x4 /5" = 24/—5°

Para dividir, basta efetuar a divisio
mndicada com os modulos; o argumento

do guociente € igual ao argumento do
dividendo menos o do divisor.

Exemplo: dividir V =100 /30"

por I =20 /120°
vV _100/30° _

I~ 20/120°

—90°



Operacies com Vetores na Forma 3) Multiplicar 2 +j4 por 3 —j 5.
Retangular

A soma, a subtracio e a multiplica- {2.+j 4) 23 _J_ 3)= 'Ef—j 10 +
¢do de vetores nesta forma obedecem +)12-)720=26+)2
as regras de Algebra.

Exemplos: A divisdo de dois vetores ¢ deter-
1) Somar os vetores 15 + j 20, -2 + miqada pela aplicagio do princ!'pin de
+jde—3—-j2 raclonalizacdo, 1sto ¢, multiplicando
' os termos da divisdo pelo conjugado
15+ j 20 do divisor:
- Exemplo: Dividir 36 + j 12 por
-2ty 8_j4.
—3—j2
10+j22 36 +j12 _36+j12 8+j4 _
2) Do vetor 5 — j 4 subtrair o vetor 8—j4 ) 8 __-]4 ? +)4
3-j2. _ 288+ 144+ 196+ 748 _
5-j4 64— j'16
-3=j2 240 + 240

252 = 20 =3+]3



